圆锥曲线中的动弦定点问题

圆、椭圆、双曲线、抛物线等圆锥曲线统称为二次曲线，这些圆锥曲线在高中数学中占据着相当重要的位置，它的许多性质结论深深吸引着广大的数学爱好者去探索和推广．

用超级画板任作一个二次曲线
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，过曲线上一定点
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任作两条直线
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ll

交二次曲线于
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，
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两点，且要求两条直线的斜率和为常数
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，然后跟踪直线
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，改变其中一条直线的斜率，另一条直线的斜率也相应改变，但笔者发现动直线
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交于一点，因此猜想直线
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必过一定点，下面来求解直线
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所过的定点的坐标．

设
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的斜率为
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，则
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的斜率为
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，依题意
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存在，设
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的方程为
[image: image17.wmf]00

()

ykxxy

=-+

，且
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与二次曲线交于
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点
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在二次曲线上，故
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因为
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与二次曲线交于点
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消去
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令
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同理可得
[image: image40.wmf]20

2

()[()]

()

mkamkb

yy

ABmk

-+-

-=-

+-

，



[image: image41.wmf]20

2

()

()

amkb

xx

ABmk

+-

-=

+-

．

设定点为
[image: image42.wmf]00

(,)

xxyy

++

，则
[image: image43.wmf]2010

2010

yyyyyy

xxxxxx

----

=

----

恒成立
[image: image44.wmf]2

2

22

()[()]

()

()

()

()

mkamkb

kakb

ABmk

ABk

amkbakb

xx

ABmkABk

-+-

+

-

-

+-

+

Û=

+-+

----

+-+

恒成立，从而



[image: image45.wmf]2

[()()()]

bBymkamkAy

+-+-+





[image: image46.wmf][()()]

aAxkbBkx

+++

g




[image: image47.wmf]2

[()()]

BxmkbmkaAx

=-+-++





[image: image48.wmf]2

[()]

AyakbByk

+++

g

．

因为是恒成立，故展开后等号两边对应的
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的系数以及常数项对应相等，于是可得：
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又
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于是得到下面的结论：


结论1：过二次曲线
[image: image56.wmf]22
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上一定点
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作两条斜率之和为
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的直线
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交二次曲线于
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两点，则直线
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过定点，且定点坐标为：
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由上述结论笔者推导出如下几个推论：


推论1：过圆
[image: image63.wmf]22
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[image: image64.wmf]00

(,)

Pxy

作两条斜率积为
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交圆
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推论2：过椭圆
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上一定点
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作两条斜率积为
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交椭圆于
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推论3：过双曲线
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作两条斜率积为
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交双曲线于
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推论4：过抛物线
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交抛物线于
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过定点
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如果上述两条直线
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的斜率积之积为常数，那么直线
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是否也过定点呢？笔者也对其进行了计算求解．

设
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，则
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，依题意
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存在，设
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由前文的推导过程可得
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同理可得
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设定点为
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因为是恒成立，故展开后等号两边对应的
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的系数以及常数项对应相等，于是可得：
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又
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，所以定点
[image: image119.wmf]00

(,)

xxyy

++

即为
[image: image120.wmf]00

()()

(,)

CAmBxmDAmBy

AmBAmB

++++

-

--

．
于是得到下面的结论：

结论2：过二次曲线
[image: image121.wmf]22

0

AxByCxDyE

++++=

上一定点
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交二次曲线于
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过定点，且定点坐标为
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由上述结论，笔者推导出如下几个推论．
推论1：过圆
[image: image128.wmf]22

:0

OxyDxEyF

++++=

上一定点
[image: image129.wmf]00

(,)

Pxy

作两条斜率积为
[image: image130.wmf]m

的直线
[image: image131.wmf]12

,

ll

交圆
[image: image132.wmf]O

于
[image: image133.wmf],

AB

两点，则直线
[image: image134.wmf]AB

过定点
[image: image135.wmf]00

(1)(1)

(,)

11

DmxmEmy

mm

++++

-

--

．
推论2：过椭圆
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推论3：过双曲线
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推论4：过抛物线
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3．应用
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2013年湖北省七市联考数学试题中，理科和文科都考了同样一道圆锥曲线大题，题目如下：


在矩形
[image: image157.wmf]ABCD

中，
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分别为矩形四条边的中点，以
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所在直线分别为
[image: image164.wmf]x

轴、
[image: image165.wmf]y

轴建立直角坐标系（如图3所示）．若
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（I）求证：直线
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的交点
[image: image171.wmf]P

在椭圆
[image: image172.wmf]2

2

:1

3

x

y

W+=

上；


（Ⅱ）若
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[image: image175.wmf]GM

与直线
[image: image176.wmf]GN

的斜率之积为
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，求证：直线
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此题第（I）问很容易证明，对于第（II）问，由上述结论2的推论2可知，直线
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过定点，且所过定点的坐标为
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注：本文中所讨论的
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保持定向．
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