37.椭圆、双曲线的第三定义

    椭圆的性质有很多，我们来看看一类斜率积为定值的性质或结论：

性质1：已知椭圆
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    椭圆上不同于
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的任一动点
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证明：因为点
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      所以
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      所以
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性质2：已知椭圆
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上关于原点对称的两点
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        同于
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的任一动点
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证明：因为
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及
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两式相减得
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很明显，性质2是性质1的推广．性质2也可称为是椭圆的中心弦性质．其实在双曲线中也有类似的斜率积为定值的性质或结论．

性质3：已知双曲线
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的实轴上两顶点分别为
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，双曲线上不同于
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的任一动点
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，求证：
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证明：因为点
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在双曲线
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      所以
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所以
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性质4：已知双曲线
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上有两点
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关于原点对称，双曲线上不同于
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的任一动点
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都存在，求证： 
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证明：因为
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及
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都在双曲线
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两式相减得
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从而
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由此看来，双曲线与椭圆有共同的描述．根据这些描述我们可以归纳出椭圆、双曲线的“第三定义”：


平面直角坐标系内一动点到两个定点
[image: image49.wmf](,0),(,0)(0)

AaBaa
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的连线的斜率之积为不等于
[image: image50.wmf]0

和
[image: image51.wmf]1
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的常数的轨迹为椭圆或是双曲线（除这两点）．当这个常数为负数时为椭圆，当这个常数为正数时为双曲线．特殊地，当斜率积为1时是等轴双曲线．


设动点
[image: image52.wmf](,)
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，常数为
[image: image53.wmf]t

，由已知
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      当
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经过检验
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也适合上述方程


当
[image: image60.wmf]0
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时，为双曲线，其中当
[image: image61.wmf]1
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时，为等轴双曲线；


当
[image: image62.wmf]1

t
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时，为圆；


当
[image: image63.wmf]10

t
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时，为焦点在
[image: image64.wmf]x

轴上的椭圆，
[image: image65.wmf],

AB

为长轴上两顶点；


当
[image: image66.wmf]1

t
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时，为焦点在
[image: image67.wmf]y

轴上的椭圆，
[image: image68.wmf],

AB

为短轴上两顶点．


由于斜率及斜率之积都是代数量，不是几何量，以上结论对坐标系的限定是必需的．其实以上关于“椭圆及双曲线的第三定义”的一些结论和性质，对焦点在
[image: image69.wmf]x

轴上的标准方程适用，也可证明对焦点在
[image: image70.wmf]y

轴上的标准方程也有类似结论和性质，对坐标系平移后或图形平移后也有类似结论和性质．但不能把图形位置旋转，例如
[image: image71.wmf]1
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上任一点到两个顶点
[image: image72.wmf](1,1),(1,1)
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的连线斜率积不是定值．


下面来看看常数与离心率之间的关系：


在椭圆性质1，2中：
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在双曲线性质3，4中：
[image: image74.wmf]1
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在“第三定义”中，当
[image: image76.wmf]0

t

>

时，
[image: image77.wmf]222

2

222

11

cbta

et

aaa

-=-===




[image: image78.wmf]10
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[image: image79.wmf]222

2

222

11

cbta

et

aaa

-

-=-=-=-=



当
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由以上讨论可知当焦点在
[image: image83.wmf]x

轴上时，无论是椭圆还是双曲线，斜率之积为常数，这个常数等于
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当焦点在
[image: image85.wmf]y

轴上时，无论椭圆还是双曲线，斜率之积为常数，这个常数等于
[image: image86.wmf]2
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椭圆与双曲线的“第三定义”及性质在高三教学及高考中有很多应用．

例1：椭圆
[image: image87.wmf]22
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的左、右顶点分别为
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在
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上且直线
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,那么直线
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解：由椭圆的第三定义及性质可以知道直线
[image: image98.wmf]2
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的斜率与直线
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[image: image102.wmf]B

.
例2：若双曲线[image: image103.wmf]222
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的左、右顶点分别为[image: image104.wmf],

AB

，点[image: image105.wmf]P

是第一象限内双曲线上的点．若直线[image: image106.wmf],
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的倾斜角分别为[image: image107.wmf],
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解：由双曲线的第三定义及性质可以知道
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[image: image118.wmf]D
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例3：已知
[image: image119.wmf]AB

是椭圆
[image: image120.wmf]22
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的任意一条弦，
[image: image121.wmf]AB

的中点为
[image: image122.wmf]M

,求证：
[image: image123.wmf]OM
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证明：作
[image: image124.wmf]A

关于O的对称点
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，由椭圆的第三定义及性质可以知道
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为定值，由三角形中位线性质可得
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[image: image129.wmf]OM

AB

k

k

·

为定值，其定值为
[image: image130.wmf]2
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这条性质很有意思，有点像圆中的垂径定理（圆中类似的定值为
[image: image131.wmf]1
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）。

例4：（2010年高考北京卷第19题）


在平面直角坐标系
[image: image132.wmf]xoy

中，点
[image: image133.wmf]B

与点
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[image: image135.wmf]O

对称，
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是动点，且直线
[image: image137.wmf]APBP
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的斜率之积等于
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，求动点
[image: image139.wmf]P

的轨迹方程．


解：由椭圆的第三定义及性质可以知道动点
[image: image140.wmf]P

的轨迹为椭圆，焦点在
[image: image141.wmf]x

轴上，不妨设此椭圆方程为
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[image: image143.wmf]2
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例5：（2011年高考江西卷第20题）



[image: image145.wmf]000
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是双曲线
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上一点，
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分别是双曲线
[image: image148.wmf]E

的左、右顶点，直线
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的斜率之积为
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，求双曲线的离心率．


解：由双曲线的第三定义得：
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例6：（2010年高考广东卷第20题）


已知双曲线
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的左、右顶点分别为
[image: image154.wmf]12
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的方程．


解：
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[image: image168.wmf]E
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    例7：已知椭圆
[image: image170.wmf]12
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的中心在原点，焦点分别在x轴与y轴上，它们有相同的离心率
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且
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（1）求椭圆
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（2）设P是椭圆
[image: image179.wmf]2

C

上非顶点的动点，P与椭圆
[image: image180.wmf]1
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长轴两个顶点A，B的连线PA，PB分别与
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①求证：直线PA，PB斜率之积为常数；


②直线AF与直线BE的斜率之积是否为常数？若是，求出该值；若不是，说明理由.

    解：(1)依题意，设 
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①证明：设
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注：由椭圆的第三定义（这里是焦点在
[image: image189.wmf]y

轴上的椭圆），
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∴
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   即直线AF与直线BE的斜率之积为常数
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注：由椭圆的第三定义（这里是焦点在
[image: image199.wmf]x

轴上的椭圆）
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