46.二次曲线系

    教材中有道习题：


两条曲线的方程是
[image: image366.jpg]


和
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的曲线也经过点
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是任意实数）．


由此容易推得


命题1：若二次曲线
[image: image7.wmf]22

0

AxCyDxEyF

++++=

与直线
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两点，则方程
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的曲线也经过
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、
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两点（
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为任意实数）．


在方程（*）中，缺少
[image: image15.wmf]xy

项，我们可以合理选择参数
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使二次项
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的系数相等，从而方程（*）表示过
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、
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两点的圆．因而在解条件涉及圆过直线
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与二次曲线
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的交点
[image: image22.wmf]P

、
[image: image23.wmf]Q

的一类解析几何问题时，我们即可构造二次曲线系（*），再结合题设条件便可使问题得到顺利解决．


例1．椭圆
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与直线
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及
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解：构造二次曲线系
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即
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令
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得
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又圆过
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例2．已知椭圆的中心在坐标原点，焦点在坐标轴上，直线
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解：设椭圆的方程为
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构造二次曲线系
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即
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令
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，故以
[image: image50.wmf]PQ

为直径的圆过原点，代入上式得
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因圆心
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又圆的半径
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解得
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或
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注意到
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13

1

22

xy

+=

或
[image: image65.wmf]22

31

1

22

xy

+=



例3．设过坐标原点的直线
[image: image66.wmf]l

与抛物线
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、
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两点，且以
[image: image70.wmf]AB

为直径的圆恰好经过抛物线
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的焦点
[image: image72.wmf]F

，求直线
[image: image73.wmf]l

的方程．


解：设直线
[image: image74.wmf]l

的方程为
[image: image75.wmf]ykx

=

，构造过
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即
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令
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因点
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在圆上，于是有
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又以
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为直径的圆的圆心在直线
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由上两式消去
[image: image90.wmf]m

，解得
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，故所求的直线
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的方程是
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例4．已知直线
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与双曲线
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两点，当
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为何值时，以
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为直径的圆经过原点．

解：构造二次曲线系
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即
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令
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又圆心
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易知当
[image: image111.wmf]1
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时，直线与双曲线相交，所以当
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时，以
[image: image113.wmf]AB

为直径的圆经过原点．

以上四个例题都是命题1的应用。关于曲线系，我们再看一个命题。
命题2：设
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    （**） 和
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     （***）
的曲线也经过
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四点（
[image: image120.wmf]l

为任意实数）．
例5．已知直线
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两点，椭圆的长轴的左、右端点分别为
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，试问：当
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变化时，

（1）直线
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与
[image: image128.wmf]2
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的斜率之比是否为一定值？若是，请求出此值并证明你的结论；若不是，请说明理由．

（2）直线
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与
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是否在一条定直线上？若是，请写出这条直线方程，并证明你的结论；若不是，请说明理由．

分析：（1）设直线
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当
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取一值时，上式表示椭圆
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         解得
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（2）由（1）易得，
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例6．经过椭圆
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[image: image163.wmf]CD

的斜率为
[image: image164.wmf]2

k

，则
[image: image165.wmf]1

2

k

k

为定值，且直线
[image: image166.wmf]CD

过定点．


（2）直线
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分析：由对称性易知，定点在
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评注：对于二次曲线系，多是令
[image: image198.wmf],,
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项系数为零，从而得到斜率、定点、定值，往往不需要对方程具体分析，灵活选择哪项系数为0，可以极大地优化运算和提高运算速度及准确率，如题5，而对于题6，则必须将所有系数都用上，才能解出具体的结果．
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下面来看一下2014年石家庄高三一模的圆锥曲线试题．

例7．椭圆
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观察
[image: image223.wmf]M

、
[image: image224.wmf]N

、
[image: image225.wmf]A

、
[image: image226.wmf]B

四点，我们发现，它们也是另一条二次曲线上的点：
[image: image227.wmf]ABMN

g


即
[image: image228.wmf]x

轴与直线
[image: image229.wmf]!

MN

注意
[image: image230.wmf]x

轴的直线方程为
[image: image231.wmf]0!!

y

=

   故，我们只需设出
[image: image232.wmf]MN

方程
[image: image233.wmf]ykxb

=+


由上述曲线系方程我们得到


[image: image234.wmf]22

22

(32)(2)(1)()

xy

yaxayaxayykxb

ab

lm

--+-++-=--


我们只要分别找出
[image: image235.wmf]k

、
[image: image236.wmf]b

即可，对比系数我们得到


[image: image237.wmf]32

kaaa

lll

-=-=



[image: image238.wmf]628

baaa

lll

-=--=-


故
[image: image239.wmf]:282(4)

MNyaxaax

lll

=-+=--

，恒过点（4，0），证毕．

例8．设
[image: image240.wmf]C

为二次曲线，
[image: image241.wmf]AB

为任意弦，
[image: image242.wmf]M

为弦
[image: image243.wmf]AB

的中点，过
[image: image244.wmf]M

的任意两条线为
[image: image245.wmf]PQ

和
[image: image246.wmf]UV

．


直线
[image: image247.wmf]PV

、
[image: image248.wmf]UQ

分别交弦
[image: image249.wmf]AB

所在的直线于
[image: image250.wmf]E

、
[image: image251.wmf]F

两点，求证：
[image: image252.wmf]MEMF

=

（推广的蝴蝶定理）

[image: image253.png]



证明：如图所示建立直角坐标系，设二次曲线为
[image: image254.wmf](,)0

fxy

=



因为
[image: image255.wmf]M

为
[image: image256.wmf]AB

的中点，故有
[image: image257.wmf](,0)0

fx

=

中不含一次项


设弦
[image: image258.wmf]:,:

PQykxUVylx

==



则由二次曲线系的知识可知：二次曲线
[image: image259.wmf]PVUQ

´

可表示为



[image: image260.wmf]()()(,)0

kxylxyfxy

lm

--+=



令
[image: image261.wmf]0

y

=

可得：
[image: image262.wmf]2

(,0)0

klxfx

lm

+=

，此方程中不含一次项，且由已知可知，它有两个不同的实数根，而方程
[image: image263.wmf]2

(,0)0

klxfx

lm

+=

最多为二次方程，故必有
[image: image264.wmf]12

0

xx

+=

，即
[image: image265.wmf]MEMF

=

．

下面再看一个关于曲线系的命题:
命题3：设由二次曲线
[image: image266.wmf](,)0

fxy

=

和直线
[image: image267.wmf]1

xy

ab

+=

“决定”的关于
[image: image268.wmf]xy

、

的二次齐次式为
[image: image269.wmf]22

0

AyBxyCx

++=

，则
[image: image270.wmf]12

()()

yyB

xxA

+=-

，
[image: image271.wmf]12

()()

yyC

xxA

×=


特别的：当直线与二次曲线的两交点与原点的连线互相垂直时
[image: image272.wmf]0

AC

+=

，也就是说单二次项的系数之和等于0；

当直线与二次曲线的两交点与原点的连线关于坐标轴对称时
[image: image273.wmf]0

B

=

，也就是说齐次式中不含
[image: image274.wmf]xy

项。

这里的 “决定”在下面有解释。

例9．过二次曲线上任意一点
[image: image275.wmf]A

作互相垂直的两条弦
[image: image276.wmf]AB

、
[image: image277.wmf]AC

，则过另两端点的直线
[image: image278.wmf]BC

必过定点
[image: image279.wmf]Q

；且过点
[image: image280.wmf]A

的二次曲线的切线垂直于
[image: image281.wmf]AQ

（或者
[image: image282.wmf]AQ

为二次曲线的法线）．

[image: image365.png]



证明：设椭圆



[image: image283.wmf]22
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直线
[image: image284.wmf]:1

BCxy
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（2）


（因为直线一定不能过
[image: image285.wmf]A

点）


则由（1），（2）构造齐次式得：



[image: image286.wmf]22
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整理得：
[image: image287.wmf]0
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Cy

Bxy

Ax

，其中：
[image: image288.wmf]2
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[image: image289.wmf]2
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因为
[image: image290.wmf]ABAC

^

，所以
[image: image291.wmf]0
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C

A


即
[image: image292.wmf]222222222222
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又因为椭圆
[image: image293.wmf]22
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经过（0，0）


所以
[image: image294.wmf]22
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mn
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，即
[image: image295.wmf]222222
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（4）


代入（3）并整理得
[image: image296.wmf]2222

220

abmbna
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即：
[image: image297.wmf]22

2222

22

1

mbna

abab

ab
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，所以直线恒过定点
[image: image298.wmf]22
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若曲线为标准方程，则定点为
[image: image299.wmf]22
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mn
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，即：
[image: image300.wmf]2222
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若转化为标准方程，
[image: image301.wmf]22

22

1

xy

ab
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，其上任一定点
[image: image302.wmf]AC

AB

n

m
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，则直线
[image: image303.wmf]BC

必过定点
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利用求导易知曲线在
[image: image306.wmf](,)

Pmn

的切线斜率为
[image: image307.wmf]k

切线=
[image: image308.wmf]2

2

bm

an

-

，所以它们的斜率之积等于
[image: image309.wmf]1

-

，故
[image: image310.wmf]AQ

为法线！


说明：对于抛物线
[image: image311.wmf]2

()2()

ynpxm
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而言，设
[image: image312.wmf]:1

BCxy

ab
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则有
[image: image313.wmf]22
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ynxypxxymxy

ababab
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即：
[image: image314.wmf]22
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nynxpxxymxy
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因为
[image: image315.wmf]OAOB

^

，所以上式中的
[image: image316.wmf]y

方的系数与
[image: image317.wmf]x

方的系数之和为0


所以
[image: image318.wmf]22222

(1)222

nnppmpm
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注意到：
[image: image319.wmf]2

2

npm

=-

，所以
[image: image320.wmf]221

pn

ab
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所以
[image: image321.wmf]:221

BCpxny

+=

，所以直线
[image: image322.wmf]BC

恒过定点
[image: image323.wmf](2,2)

Qpn



上述结论转化为标准方程
[image: image324.wmf]2

2

ypx

=

，点
[image: image325.wmf](,)

Amn

，则定点
[image: image326.wmf](2,)

Qpmn

+-




[image: image327.wmf]PQ

n

k

p
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利用求导易知曲线在
[image: image328.wmf](,)

Amn

的切线斜率为
[image: image329.wmf]k

切线
[image: image330.wmf]P

n

=

，所以它们的斜率之积等于
[image: image331.wmf]1

-

，故
[image: image332.wmf]AQ

为法线！

     例9实际上是张直角的弦的性质。

例10．经过有心二次曲线的中心作两条互相垂直的射线，则射线与曲线的两交点的直线到中心的距离为定值

证明：设
[image: image333.wmf]22

1

axby
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[image: image334.wmf](0)

ab

+>

 （1）

直线
[image: image335.wmf]:1

ABxy

ab

+=

          （2）

由（1）（2）构成的齐次式为
[image: image336.wmf]222
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axbyxy
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因为
[image: image337.wmf]OAOB

^

，所以
[image: image338.wmf]22

ab

ab

+=+


所以
[image: image339.wmf]22

11

OD

ab
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为定值

例11．过平面内任一点作两条关于二次曲线的直线，使它们与对称轴对称成等角，则四交点构成的四边形的对角线及另一组对边所在的直线也与对称轴成等角。

证明：设
[image: image340.wmf]22

1

axby

+=

  
[image: image341.wmf](0)

ab

+>


动直线
[image: image342.wmf]:()
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=-+


则
[image: image343.wmf]:()
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=--+


又设
[image: image344.wmf]:

BCysxe

=+



[image: image345.wmf]:

ADytxf

=+


由曲线系理论可知，存在实常数
[image: image346.wmf]uv

、

，

使得
[image: image347.wmf]22
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即：
[image: image348.wmf]22
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-+-´--+-+-+´-+=+-


整理得
[image: image349.wmf]22222
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比较
[image: image350.wmf]2

x

的系数得
[image: image351.wmf]2

ukvsta

-+=

   （1）

比较
[image: image352.wmf]xy

的系数得
[image: image353.wmf]()0

vst

-+=

     （2）

比较
[image: image354.wmf]2

y

的系数得
[image: image355.wmf]uvb

+=

        （3）

若
[image: image356.wmf]0

v

=

，由（3）知
[image: image357.wmf]ub

=

 代入（1）得：
[image: image358.wmf]2

a
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b
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为常数，这与
[image: image359.wmf]k

为参数相矛盾

故
[image: image360.wmf]0

v

¹

 由（2）知：
[image: image361.wmf]0

st

+=

，所以直线AD、BC关于坐标轴对称。

同理可证对角线
[image: image362.wmf]AC

、
[image: image363.wmf]BD

也关于坐标轴对称。
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