50.阿基米德三角形


题1：（2005年江西卷，理22题）：
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如图，设抛物线
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的焦点为
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，动点
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在直线
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上运动，过
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作抛物线
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的两条切线
[image: image7.wmf]PA

、
[image: image8.wmf]PB

，且与抛物线
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分别相切于
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两点．


（1）求
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的重心
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的轨迹方程．


（2）证明
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题2：（2006全国卷II，理21题）：


已知抛物线
[image: image15.wmf]2

4

xy

=

的焦点为
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，
[image: image17.wmf]A

、
[image: image18.wmf]B

是抛物线上的两动点，且
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．过
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两点分别作抛物线的切线，设其交点为
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（I）证明
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为定值；


（Ⅱ）设
[image: image24.wmf]ABM

D

的面积为
[image: image25.wmf]S

，写出
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的表达式，并求
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的最小值．
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题3：（2007年江苏卷，理19题）：


如图，在平面直角坐标系
[image: image28.wmf]xOy

中，过
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轴正方向上一点
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任作一直线，与抛物线
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相交于
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两点．一条垂直于
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轴的直线，分别与线段
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和直线
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交于点
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（1）若
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，求
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的值；


（2）若
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为线段
[image: image40.wmf]AB

的中点，求证：
[image: image41.wmf]QA

为此抛物线的切线；


（3）试问（2）的逆命题是否成立？说明理由．


上述三道高考试题都涉及到抛物线的弦与过弦的端点的两条切线所围的三角形，这个三角形又常被称为阿基米德三角形，因为阿基米德最早利用逼近的思想证明了：抛物线的弦与抛物线所围成的封闭图形的面积等于阿基米德三角形面积的
[image: image42.wmf]2
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．阿基米德三角形有许多有趣的性质，上述三题都是某些性质的体现，可以预见，今后围绕该三角形性质的高考试题还会出现，因此对该三角形的性质作进一步的研究是必要的、有益的．下面给出阿基米德三角形的一些有趣性质，证明时均以抛物线
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为例，且称弦
[image: image44.wmf]AB

为阿基米德三角形的底边，
[image: image45.wmf]M

为底边
[image: image46.wmf]AB

的中点，下不赘述．


性质1：阿基米德三角形底边上的中线平行于抛物线的轴．


证明：设
[image: image47.wmf]1122

(,),(,),

AxyBxyM

为弦
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中点，则过
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的切线方程为
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，过
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的切线方程为
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，联立方程组得
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解得两切线交点
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，进而可知
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轴．
此性质即为题3考查内容．

性质2：若阿基米德三角形的底边即弦
[image: image56.wmf]AB

过抛物线内定点
[image: image57.wmf]C

，则另一顶点
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的轨迹为一条直线．


证明：设
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，由性质1，
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由
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三点共线和
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代入得
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，即为
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点的轨迹方程．


性质3：抛物线以
[image: image70.wmf]C

点为中点的弦平行于
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点的轨迹．


利用两式相减法易求得以
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点为中点的弦的斜率为
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，因此该弦与
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点的轨迹即直线
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平行．


性质4：若直线
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与抛物线没有公共点，以
[image: image77.wmf]l

上的点为顶点的阿基米德三角形的底边过定点．
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证明：如上图，设
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方程为
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[image: image87.wmf]AB

过定点
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性质5：底边长为
[image: image89.wmf]a

的阿基米德三角形的面积的最大值为
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证明：
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性质6：若阿基米德三角形的底边过焦点，则顶点
[image: image101.wmf]Q

的轨迹为准线，且阿基米德三角形的面积的最小值为
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证明：由性质2，若底边过焦点，则
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点轨迹方程为
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为直角顶点；
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性质6：即为题2的所涉及性质．

性质7：在阿基米德三角形中，
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证明：如图，作
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，结论得证．


此性质即题1的结论，但原解答采用代数法相当复杂，这里给出的几何法简洁明了．

性质8：在抛物线上任取一点
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证明：设
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性质9：
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性质10：
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的中点
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在抛物线上，且
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证明：由性质1知
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性质11：在性质8中，连接
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证明：如图，这里出现了三个阿基米德三角形，即
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性质12：在抛物线
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中，弦
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以上各结论的证明即是将
[image: image181.wmf]Q

、
[image: image182.wmf]A

、
[image: image183.wmf]B

三点的坐标代入进行检验，限于篇幅恕不赘述．
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