47.极点与极线


极点与极线是高等几何中的重要概念，当然不是《高中数学课程标准》规定的学习内容，也不属于高考考查的范围，但由于极点与极线是圆锥曲线的基本特征，因此在高考试题中必然会有所反映，自然也会成为高考试题的命题背景．


作为优秀的高中学生，应当了解极点与极线的概念，掌握有关极点与极线的基本性质，只有这样，才能“识破”试题中蕴含的有关背景，进而把握命题规律．
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1．极点与极线的定义


定义1（从几何角度看极点与极线）


如图1，设
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是不在圆锥曲线上的点，过
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点引两条割线依次交圆锥曲线于四点
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、
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交于
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，则直线
[image: image14.wmf]MN

为点
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对应的极线．若
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为圆锥曲线上的点，则过
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点的切线即为极线．


由图1可知，同理
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为点
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对应的极线，
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为点
[image: image21.wmf]M

对应的极线，
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称为自极三点形．若连

结
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交圆锥曲线于点
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，则
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恰为圆锥曲

线的切线．


定义2
（从代数角度看极点与极线）

已知圆锥曲线
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:220

AxCyDxEyF

G++++=

，则称点
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和直线
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是圆锥曲线
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的一对极点和极线．


事实上，在圆锥曲线方程中，以
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，以
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（另一变量也是如此），即可得到点
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的极线方程．


特别地，


（1）对于椭圆
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，与点
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对应的极线方程为
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（2）对于双曲线
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，与点
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对应的极线方程为
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（3）对于抛物线
[image: image42.wmf]2

2

ypx

=

，与点
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对应的极线方程为
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2．极点与极线的基本性质


定理1：（1）当
[image: image45.wmf]P

在圆锥曲线
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上时，其极线
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是曲线
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在
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点处的切线；


（2）当
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在
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外时，其极线
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是曲线
[image: image53.wmf]G

从点
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所引两条切线的切点所确定的直线（即切点弦所在直线）


（3）当
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在
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内时，其极线
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是曲线
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过点
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的割线两端点处的切线交点的轨迹．


证明：（1）假设同以上代数定义 ，对于
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：
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的方程，两边对
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求导得
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，于是曲线
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在
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点处的切线
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的方程为
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，化简得
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又
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，从中解出
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，代入到前式得
[image: image72.wmf]0000

()()0

AxxCyyDxxEyyF

++++++=

，根据代数定义，此方程恰为极线方程．


（2）设过点
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所作的两条切线的切点分别为
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，则由（1）知，在
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处的切线方程为：
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又点
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在切线上，所以
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观察这两个式子，可发现点
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上，故切点弦方程即为极线方程．

（3）设曲线
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过
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的弦的两端点分别为
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，则由（1）知，曲线在这两点处的切线方程分别为
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记两切线的交点为
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，则有
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观察两式，可发现
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都在直线
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上，又两点确定一直线，所以
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的方程为
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，又直线
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过点
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，所以
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，这意味着点
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在直线
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所以，两切线交点的轨迹方程为
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定理2（配极原则）
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点
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关于圆锥曲线
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的极线
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经过点
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点
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的极线
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经过点
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，直线
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关于
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的极点
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在直线
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上
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直线
[image: image115.wmf]q

关于
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的极点
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在极线
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上．由此可知，共线点的极线必共点，共点线的极点必共线．

定理3：如图2，设点
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关于圆锥曲线
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的极线为
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，过点
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任作一割线交
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于
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，则
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调和分割线段
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，或称
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调和共轭．

点
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关于圆锥曲线
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的调和共轭点的轨迹是一条直线，这条直线就是
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的极线．
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推论1：如图3，设点
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关于圆锥曲线
[image: image137.wmf]G

的调和共轭点为
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，则有
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证明：
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推论2：如图4，设点
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关于有心圆锥曲线
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（设其中心为
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）的调和共轭点为
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，直线
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经过圆锥曲线的中心，则有
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，反之，若有
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成立，则点
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证明：设直线
[image: image156.wmf]PQ

与
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的另一交点为
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化简即得
[image: image160.wmf]2
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；反之也成立．

推论3：如图5，
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圆锥曲线
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的一条对称轴
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上的两点（不在
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证明：因
[image: image172.wmf]G

关于直线
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对称，故在
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3．特殊的极点与极线
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①圆锥曲线的焦点与其相应的准线是该圆锥曲线的一对极点与极线．

例如：对于椭圆
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，恰为椭圆的右准线．

②对于椭圆
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定理4：设圆锥曲线
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的一个焦点为
[image: image209.wmf]F

，与
[image: image210.wmf]F

相应的准线为
[image: image211.wmf]l

．

（1）若过点
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下面给出椭圆情形下结论（1）的证明，其余皆同理可证．

设
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由于焦点
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4．高考试题的命制背景


例1：（2008安徽卷理22）
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设椭圆
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（1）求椭圆
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分析与解：（1）易求得答案
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（2）由条件可得
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故点
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例2：（1995年全国卷理26）

已知椭圆
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分析与解：由条件
[image: image286.wmf]2

||||||

OROPOQ

=

g

可知点
[image: image287.wmf],

PQ

关于圆锥曲线
[image: image288.wmf]C

调和共轭，而点
[image: image289.wmf]Q

可看作是点
[image: image290.wmf]P

的极线与直线
[image: image291.wmf]OP

的交点．


设
[image: image292.wmf](12,88)
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，则与
[image: image293.wmf]P

对应的极线方程为
[image: image294.wmf]12(88)
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[image: image295.wmf](1)2

txty

+-=



③

又直线
[image: image296.wmf]OP

的方程为
[image: image297.wmf]88
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化简得
[image: image298.wmf]22
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解由③④联立方程组得
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，消去
[image: image301.wmf]t

得
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，可化为
[image: image303.wmf]22
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不同时为0），故点
[image: image304.wmf]Q

的轨迹是以（1，1）为中心，长短轴分别为
[image: image305.wmf]1015
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和

，且长轴平行于
[image: image306.wmf]x

轴的椭圆，但需去掉坐标原点．

例3：（2010江苏卷文理18）

在平面直角坐标系
[image: image307.wmf]xOy

中，如图，已知椭圆
[image: image308.wmf]22
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的左右顶点为
[image: image309.wmf],

AB

，右焦点为
[image: image310.wmf]F

．设过点
[image: image311.wmf](,)
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的直线
[image: image312.wmf],
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与此椭圆分别交于点
[image: image313.wmf]1122
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（1）设动点
[image: image315.wmf]P

满足
[image: image316.wmf]22
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，求点
[image: image317.wmf]P

的轨迹；

（2）设
[image: image318.wmf]12
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，求点
[image: image319.wmf]T

的坐标；

（3）设
[image: image320.wmf]9
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，求证：直线
[image: image321.wmf]MN

必过
[image: image322.wmf]x

轴上的一定点（其坐标与
[image: image323.wmf]m

无关）．

分析与解：前面两问比较简单，这里从略．

对于（3），当
[image: image324.wmf]9
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时，
[image: image325.wmf]T

点坐标为
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[image: image327.wmf]MN

，设直线
[image: image328.wmf]ABMN
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的交点为
[image: image329.wmf]K

，根据极点与极线的定义可知，点
[image: image330.wmf]T

对应的极线经过
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，又点
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对应的极线方程为
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，此直线恒过
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轴上的定点
[image: image336.wmf](1,0)
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，从而直线
[image: image337.wmf]MN

也恒过定点
[image: image338.wmf](1,0)
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例4：（2006年全国卷II理21）

已知抛物线
[image: image339.wmf]2
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的焦点为
[image: image340.wmf],,

FAB

是抛物线上的两动点，且
[image: image341.wmf](0)
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，过
[image: image342.wmf],
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两点分别作抛物线的切线，并设其交点为
[image: image343.wmf]P
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（1）证明
[image: image344.wmf]FPAB
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为定值；

（2）设
[image: image345.wmf]ABP
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的面积为
[image: image346.wmf]S

，写出
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的表达式，并求
[image: image348.wmf]S

的最小值．

分析与解：（1）显然，点
[image: image349.wmf]P

的极线为
[image: image350.wmf]AB

，故可设点
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[image: image356.wmf]0

(,1)

Px

-

，将
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又
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（2）设
[image: image363.wmf]AB

的方程为
[image: image364.wmf]1
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，与抛物线的极线方程
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对比可知直线
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对应的极点为
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．显然，当
[image: image372.wmf]0

k

=

时，
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取最小值4．

例5：（2005江西卷理22）

设抛物线
[image: image374.wmf]2
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的焦点为
[image: image375.wmf]F

，动点
[image: image376.wmf]P

在直线
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上运动，过
[image: image378.wmf]P

作抛物线的两条切线
[image: image379.wmf],
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，且与抛物线分别相切于
[image: image380.wmf],
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两点．

（1）求
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的重心
[image: image382.wmf]G

的轨迹方程；

（2）证明
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分析与解：（1）设点
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同理
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所以有
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